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Аннотация 

Коллективная динамика в больших ансамблях или сетях связанных осцил-

ляторов или автоколебательных элементов является одной из основных проблем 

в нелинейной динамике. Она важна как для теоретического понимания сложных 

процессов, так и для широкого спектра приложений в различных областях. В 

данном сборнике лекции изложены теоретические основы синхронизации и экс-

периментальные результаты автора по исследованию синхронизации в электрон-

ных ансамблях с глобальной и нелинейной связью. 

Сборник лекции предназначен для студентов, желающих ознакомиться с 

физическим феноменом – синхронизация. 
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Лекция 10. Методы анализа устойчивости в синхронизированных си-

стемах.  

Цель лекции: Изучить методы анализа устойчивости в синхронизирован-
ных системах, включая концепции устойчивости фазовой и полной синхрониза-
ции, а также применение математических моделей и подходов для определения 
устойчивости динамических режимов. 

  
1. Введение в устойчивость синхронизированных систем 
Синхронизация является важным режимом в автоколебательных системах, 

однако синхронизированное состояние может быть подвержено нарушениям под 
воздействием внешних факторов или внутренних нелинейных эффектов. Устой-
чивость таких систем означает способность системы поддерживать синхронизи-
рованное состояние при наличии возмущений. В контексте анализа устойчиво-
сти синхронизированных систем важны два ключевых понятия: 

1. Фазовая устойчивость — способность системы сохранять относитель-
ную фазу осцилляторов при небольших возмущениях. 

2. Полная устойчивость — устойчивость всех переменных состояния си-
стемы, что обеспечивает возвращение к синхронизированному состоянию. 

Методы анализа устойчивости позволяют прогнозировать поведение син-
хронизированных систем при различных воздействиях и выявлять условия, при 
которых система остаётся в устойчивом синхронизированном состоянии. 

 
2. Базовые подходы к анализу устойчивости 
Анализ устойчивости синхронизированных систем включает использование 

нескольких основных методов, среди которых: 
• Линейный анализ устойчивости (линеаризация), 
• Метод Ляпунова, 
• Методы теории возмущений, 
• Методы на основе фазовых моделей. 

 
2.1 Линеаризация и анализ собственных значений 
Линеаризация является важным инструментом для анализа устойчивости 

синхронизированных систем. В линеаризованной системе поведение рассматри-
вается вблизи стационарного состояния, и система описывается уравнениями 
первого порядка. Основной идеей метода является нахождение собственных зна-
чений (или собственных чисел) линейной системы, которые характеризуют рост 
или затухание малых возмущений. 

Шаги анализа с помощью линеаризации: 
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1. Определение стационарного (синхронизированного) состояния системы. 
2. Линеаризация системы вблизи этого состояния. 
3. Построение матрицы Якоби для получения собственных значений. 
4. Оценка устойчивости системы: если все собственные значения имеют от-

рицательную вещественную часть, система устойчива. 
 

2.2 Метод Ляпунова 
Метод Ляпунова позволяет оценить устойчивость синхронизированного со-

стояния в нелинейных системах. Преимущество метода Ляпунова заключается в 
том, что он позволяет анализировать системы, не прибегая к линеаризации. 

Для анализа устойчивости методом Ляпунова используется функция Ляпу-
нова — скалярная функция, имеющая строгое уменьшение во времени. Если уда-
ётся построить такую функцию, система считается устойчивой, так как суще-
ствует область, в пределах которой любое начальное отклонение затухает и си-
стема возвращается к синхронизированному состоянию. 

 
3. Анализ устойчивости фазовой синхронизации 
Фазовая синхронизация имеет особое значение в системах, где амплитудные 

колебания сохраняются, а фазы согласовываются. Существует несколько подхо-
дов для анализа фазовой устойчивости: 

3.1 Уравнения фазовой разности 
Для двух синхронизированных осцилляторов часто рассматривают разность 

фаз. Если фазовая разность постоянна или изменяется с регулярной скоростью, 
система находится в устойчивом состоянии фазовой синхронизации. 

Уравнение фазовой разности записывается в виде: 

 
где Δω — разность частот осцилляторов, а K — коэффициент связи. Устой-

чивое синхронизированное состояние определяется параметрами системы, в 
частности, если ∣Δω∣ < K, то фазовая разность остаётся стабильной. 

 
3.2 Модель Курамото для анализа фазовой устойчивости 
Модель Курамото — одна из распространённых моделей для изучения 

устойчивости в системах с большим числом осцилляторов. Она описывает пове-
дение осцилляторов через фазовые переменные и учитывает взаимодействие 
между ними. Уравнения модели Курамото имеют вид: 
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где ωi — собственная частота i-го осциллятора, K — коэффициент связи. 
Для устойчивости системы необходимо, чтобы значение K превышало опре-

делённый порог, зависящий от распределения частот осцилляторов. В этом слу-
чае фазы осцилляторов начинают синхронизироваться, и система становится 
устойчивой. 

 
4. Полная синхронизация и её анализ 
Полная синхронизация подразумевает синхронизацию всех переменных со-

стояния системы, что является более строгим условием по сравнению с фазовой 
синхронизацией. В полной синхронизации все осцилляторы принимают иден-
тичное состояние, включая амплитуды. 

4.1 Устойчивость полной синхронизации в системах с идентичными ос-
цилляторами 

Для идентичных осцилляторов с одинаковыми параметрами полная синхро-
низация является естественным состоянием. Однако важным аспектом является 
устойчивость этого состояния к малым возмущениям. 

Пример: Рассмотрим систему с несколькими связанными осцилляторами: 

 
 
где F(xi) — собственные уравнения осцилляторов, H(xj−xi) – функция связи, 

K – коэффициент связи. 
С помощью метода линеаризации можно построить матрицу Якоби и про-

анализировать собственные значения, чтобы оценить устойчивость синхронизи-
рованного состояния. Если все собственные значения для линейной системы от-
рицательны, полная синхронизация устойчива. 

4.2 Роль дисперсии частот и внешних воздействий 
Полная синхронизация может быть нарушена из-за наличия дисперсии ча-

стот осцилляторов или внешних возмущений. В системах с небольшими откло-
нениями частот осцилляторы могут быть всё ещё синхронизированы, однако 
если дисперсия частот велика, система утрачивает устойчивость. 

 
5. Методы теории возмущений для анализа устойчивости 
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Для оценки устойчивости в сложных синхронизированных системах приме-
няются методы теории возмущений, которые позволяют исследовать малые от-
клонения от синхронизированного состояния. 

5.1 Основы методов теории возмущений 
Метод малого параметра основан на представлении, что динамическая си-

стема испытывает небольшие возмущения, и эти отклонения можно рассматри-
вать как малый параметр ϵ. Устойчивость определяется анализом поведения воз-
мущений во времени. Если они затухают, то система считается устойчивой. 

5.2 Применение метода возмущений в фазовой динамике 
Методы теории возмущений применяются в фазовой динамике, особенно в 

случае анализа взаимодействующих осцилляторов, когда система находится 
близко к фазовому синхронизированному состоянию. Изучение малых отклоне-
ний от синхронизированного состояния позволяет оценить, насколько сильные 
воздействия может выдержать система, не выходя из состояния синхронизации. 

6. Численные методы анализа устойчивости 
В современных исследованиях широко применяются численные методы для 

анализа устойчивости синхронизированных систем, особенно в случае сложных 
нелинейных систем, где аналитическое решение затруднительно. 

6.1 Метод конечных разностей 
Метод конечных разностей позволяет аппроксимировать производные и 

численно интегрировать уравнения, описывающие синхронизированное состоя-
ние. Этот метод особенно полезен для оценки устойчивости при различных 
начальных условиях. 

6.2 Метод Монте-Карло 
Метод Монте-Карло применяется для моделирования поведения системы 

при случайных воздействиях. В синхронизированных системах метод использу-
ется для моделирования возмущений и анализа устойчивости системы в усло-
виях неопределённости. 

7. Применение анализа устойчивости в реальных системах 
Устойчивость синхронизированных систем имеет множество применений в 

различных областях: 
• Энергетические сети — устойчивость генераторов в синхронизирован-

ном режиме работы. 
• Нейронные сети — синхронизация и устойчивость взаимодействующих 

нейронов. 
• Социальные системы — модели синхронизации поведения в коллектив-

ных действиях. 
• Системы связи — синхронизация осцилляторов в сетях передачи данных. 
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Заключение 
Методы анализа устойчивости в синхронизированных системах являются 

фундаментальным инструментом для понимания поведения сложных систем при 
малых возмущениях. Применение линейных и нелинейных методов позволяет 
оценивать устойчивость фазовой и полной синхронизации, что особенно важно 
для систем, подверженных внешним и внутренним воздействиям. 
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